CAPITULO

FEcuaciones diferenciales
ordinarias

17.1 INTRODUCCION

Las ecuaciones que implican una funcidén y su derivada se llaman ecuaciones
diferenciales. Los siguientes son ejemplos de ecuaciones diferenciales:

d?x  dx
2(—1?+[7t‘—:v=0 (17.1)
dx d?x dxz

. 3d3x . 2d2x dx
—‘gt-F+2t (—1;3—{2;+x=0 (17.3)
dix
T A Et-x =0 (17.4)

El orden de una ecuacion diferencial se retiére a la derivada mdas alta. Las
ecuaciones 17.1 y 17.4 son de segundo orden, ya que la derivada més alta de. x es la
segunda, mientras que las ecuaciones 17.2 y 17.3 son de tercer orden. Las
ecuaciones se clasifican también como lineales o no lineales. Una ecuacién es lineal
si no contiene productos o potencias de « y de sus derivadas. Las ecuaciones 17.1 a
17.3 son todas lineales, mientras que la ecuacién 17.4 es no lineal. Note que
conforme: a esta detinicidn, el coeficiente de o de sus derivadas puede depender de
la variable independiente, como en la ecuacién 17.3. Es mucho més facil resolver las
ecuaciones lineales que las ecuaciones no lineales. En la secciéon 15.10 se estudiaron
las ecuaciones lineales de primer orden y, en la seccién 15.9, las ecuaciones de
primer orden no lineales, las cuales son separables.

17.2 PROPIEDADES GENERALES

Las ecuaciones difterenciales de la forma de las ecuaciones 17.1 a 17.4, en donde
cada término contiene a la variable dependiente, x, o su derivada, se conocen como
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homogéneas (este tcrmino solamente es exacto para las ecuaciones lineales, pero se

cmpleard en forma general).
Existe una relacidon intima entre las ecuaciones homogéneas diferenciales de

enésimo orden y las ecuaciones algebraicas de enésimo orden. Por ejemplo, como la
ccuacion algebraica, la ecuacidon diferencial de enésimo orden tiene n soluciones.
Esto se establecera a continuacién en forma general, pero por ahora Gnicamente, se
presentardn las soluciones a las ecuaciones que se dieron como ejemplo, y se sugiere
que el lector sustituya los valores en ellas y verifique que en realidad se satisfacen:

Ecuacion 17.1 x= = et/20 e~
Ecuacion 17.2 z =et e 2, 0 e3¢
Ecuacién 17.3 =z = ¢, ¢2, o 52

Ecuacién 174 =z =10 —2¢t1

Las ecuaciones lineales tienen otras propiedades, si la solucion se denota como
xp, centonces Czy, donde C es cualquier constante, también es una solucién.
Considere por ejemplo la ecuaciéon 17.1. Si e~ ¢ es una solucién, entonces Ce %,

tambic¢n lo es, ya que:

dx Cd =
7 o = —(Ce
d3x Cdth i
dez drz s
Por consiguiente:
d?x dx
z'd_tz +E —x =2Cet —Cet —Cet =0

La ccuacidon lineal homogénea general de enésimo orden se escribe como:

np dn—l

a e e S +a1(t) +a0(t)x =0 (17.5)

Si @, representa una solucidn, entonces haciendo © = Czx,,

N n T dn—lx dn lxh
Ca"(r) e dn () s Ca, (t)—=— =R

v la ccuacion 17.5 puede escribirse:

"), dnla,

e +- Ca, (1) o Cal(t) =L Cay(t)x,

Ca,,(t)

tn—l

d "Jv‘, dn— dxh
S C[an(t) (Itn ll—l(t) ,‘n—- + e + al(t)j-t— + HU(t)xh} o 0
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puesto que el término que est4 entre paréntesis rectangulares es simplemente el miem-
bro izquierdo de la ecuacién 17.5, de la cual z, es una solucién. Esto establece el
resultado de que cualquier solucion de una ecuaciéon lineal homogénea puede ser
multiplicado por una constante arbitraria y seguir siendo una solucién.

Por lo general, este resultado no se extiende a ecuaciones no lineales. Considere

la ecuacidon 17.4, que tiene una solucién z, = —2¢~1. Un miltiplo arbitrario seria
z =Ct™1, en cuyo caso:

ge 2 i 203 dz C2t-3

dr e o
de manera que;

dx  dx I

— — —x =2Ct™ t=

di2: - dt s
que es igual a cero solamente para C = —2, el valor dado, y el caso sencillo
C =0.

Existe una segunda propiedad de mmportancia de las ecuaciones lineales
homogéneas. Si se tienen dos soluciones, por ejemplo z;,; y z,,, entonces cualquier
combinacién lineal es también una solucidén. Se establecerd esto para la ecuacién

general 17.5. Sea:
xz = Cyxp; + CyZpe

€n cuyo caso:

dx dxp, dxy,
e Cu dt Ce dt
d2x C dletl dzil?hz
dr?2 Y dr2 2 dr2
ag d”xhl dn.’L‘h2
drm S g G2 gm

Sustituyendo en la ecuacién 17.5, el miembro izquierdo se convierte en:

d™xpy d"xps
an(t)[Cl 7["'— + Cg W
dn—lxh1 dn—lzh2
= an—l(’),:cl Ve Camran

dzp,y dzpy '
+ al(t) CIT -+ C27 + ao(t)[Clxhl + szh2]

’vhl dn_lxhl

d™
— Cl[an(t) e -+ an_l(l‘)w +
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+ al(t) L ao(t)r,u]

nx d'n——lxh2
+ ol a, (D) arn -~ + an_l(t)w i

+ a,(¢ ) + ao(’)xhz] =0

La ccuacion se satistace porque los coeficientes de C; y Cyson cada uno soluciones vy,

por consiguiente, los paréntesis rectangulares son iguales a cero. Si se tienen n
soluciones a lus ecuaciones homogéneas lineales de enésimo orden, representadas

COMO Xy, Tpo, . . ., Tpn, CHIOnces puede escribirse una solucion general de la

Jorma:

= CZpy + Copy + -+ - + Cpun
Las constantes C,, C,, ..., C, representan las n constantes de integracién que se
obtienen al integrar la ecuacién de enésimo orden. Por ejemplo, una solucién
general a la ecuacion 17.3 seria

x(t) = Cyt + Cyt? + Cyt5/?
Note que las soluciones a la ecuacion 17.4 no pueden sumarse debido a la no
linealidad.

17.3 ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS CON COEFICIENTES
CONSTANTES

Cuando los coeficientes a,, ay, @s, . . . , a, son constantes, las n soluciones a las.

ccuaciones lineales homogéneas pueden encontrarse en forma sencilla. Se tiene:

d":c dn—lx dt
an—(m +"’+alg;+00$=0 (17.6)

Por consiguiente, a todos los valores de ¢, la misma combinacidn lineal de x y de
sus derivadas debe sumar cero. Esta proporcionalidad entre una funcidn y sus
derivadas, sugiere un comportamiento exponencial. Por consiguiente, se busca una

solucidon de la torma:

x = emt
Entonces:
dx d%x d"x
i me™t, S Eets e mitett.

y el miembro izquierdo de la ecuacién 17.6 se convierte en:

annlnemt + an_lnln—lemt 4+ - -+ al,"emt + aoemt =0

o. factorizando e’

ela,m™ + a,_m* 1 + --- +aum +a,] =0
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Puesto que e™! no puede desaparecer, el paréntesis rectangular debe ser igual a
cero. Por consiguiente e™ es una solucion a la ecuacion 17.6 si y solo si m e¢s una

solucion de la ecuacion algebraica:
ams - g, e s aymEla, =0 (17.7)

La ecuacion 17.7 se conoce como la ecuacion caracteristica, y sus .raices se
denominan valores caracteristicos. Note que las ecuaciones caracteristicas pueden
escribirse inspeccionando las diterentes ecuaciones algebraicas, y sustituyendo
d*x|dt* por m* La ecuacion 17.7 es una ecuacién algebraica de enésimo orden con
n raices. Si estas raices se representan como 7, M, . . . , M, entonces:

Tpy = e"llt: x’l.’z = emzt, TR s xhn = enlnt
y la solucion general a la ecuacidon 17.7 es:

x(t) = Cie™* + Cre™t + - - - + C,e™nt
Ejemplo 17.1

La ccuacion caracteristica que corresponde a la ecuacion 17.1 es
2m?2 +m —1 =0

con raices m = 1/2, —1. Por consiguiente:
20N —SC e C et

Ejemplo 17.2

La ecuacién caractertstica que corresponde a la ecuaciéon 17.2 es
m* + 6m? + 11lm +6 =0

con raices m = —1, —2, —3. Por consiguiente:
x(t) = Ciet + Cre 2 + Cyue™3¢

Ejemplo 17.3

dx - 5
Tr

Esta ecuacion lineal es una ecuacion separable de primer orden que se resolvié en la
seceidon 15.9. La técnica que se desarrolla aqui produce una ecuacidn caracteristica:

m—k =0
m = +k
xt) = Ceks
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-17.4 RAICES CARACTERISTICAS COMPLEJAS

La ecuacidén caracteristica podria tener raices complejas o imaginarias. Si una
raiz es compleja, entonces su complejo conjugado también debe ser una raiz. Si se
divide una raiz compleja en sus partes reales e imaginarias y se escribe:

m = mp + imy

Donde mp y my son nameros reales e. i = v —1. Entonces:
m = mp — imyp

también es una raiz y la solucidon incluye los términos:
.”C(t) ol Cle[m8+im1]t L Cze[mR—iml]t

La exponencial imaginaria puede expresarse en términos de seno y coseno,
utilizando las relaciones definidas en la seccidén 15.3:

] 4 [imgt]? [imge 3 [imyt]* Limgt PP
et Hpmbthsape H R an T -
[rm7t]? [mm272]2
s 1 + /£ 5
21 ar,
. [mpe?  [mptP
g e 51

= cos myt + isenmjt
Por consiguiente:
x(t) = Cie"rt[cos myt + isenmyt] + Cye™r'[cos myt — i'senmyt]
= [C, + Cyle™rt cos myt + i[C, — Cyle™a*senmyt
Puesto que C; + Cs e i[C; — C,] son simplemente constantes, los términos e”z*
coseno de myt y e™r? seno de mi;t deben ser soluciones a la ecuacion homogénea.

Por consiguiente, cuando se tienen raices complejas, las soluciones homogéneas
correspondientes son:

x;, = e™r! cos myt, e"'rt senmt

Ejemplo 17.4

L.a ecuacidn caracteristica es:

me + 722 =0
m = ii, —il2

my, =0, Mg = /.
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Por consiguiente, la solucién puede escribirse como:
.l'(t) — Cleilt S Czc,—ii.(

4]
x(t) = K, cos it + K, senit

donde, por supuesto, C y K son constantes diferentes.

Ejemplo 17.5

de S T o
dr? dt? dt

m® — 3m? +4m — 2 =0
m=1,14+i,1—1i

nmp =1, myp =1
x(t) = Clet + Cge[lki]l - Cae[l—i]t

x(t) = Ke' + Kse' cost + Kzelsent

17.5 CONSTANTES DE INTEGRACION

Las constantes de integracidon se evalan mediante la informacién especificada
acerca del sistema en tiempos particulares.

Ejemplo 17.6 (ecuacion 17.1)

d?x dx
+— —x =0 dx

2
dr® — dt — = —2 en ¢t=0

x(t) = Cpet/? + Cre—t

dx 1 t/2 —t
eﬁt = O Tx = Cl + Cg = l
dx 1o p 5
Al S e
Cl = —-l';, C,_) = +:;_
w(t) = —§el/% + Ze~

Ejemplo 17.7 (ecuacion 17.1)

=1 en t =0

=2 . en t=1i



552 Repaso de notas matematicas

x(t) = Ciet’% + Coe™*
z(t) = Cefle - Cre
ent =0 x=C +C, =1
ent = 1 x = CeV2 4+ Coe™l =2
2 —el el/2i_ 5
GSltEmes S Some
OB = il
Ejemplo 17.8
enz =0 Th=4]
d3x d2x dx o
W—3d—t2+47t——2x=0 E=O
dix
P 3

En base al ejemplo 17.5:

x(t) = Kye! + Kyet cost + Kietsent

dx
dr
dox
=

z =K, + K, =1
dx

dt
d?x
F = Kl -+ 2K3

Kl =5,

ent =0

K2 —4,

= K,et + Kyetcost — K,etsent + Kjetsent + Kjet cos ¢

Kiet — 2K,etsent + 2Kqet cos ¢

=K1+K2+K3=0

K3= —1

x(t) = 5t — 4etcost — etsent

Cuando se da toda la informacién en un tiempo particular—por ejemplo, # = 0—
el problema se denomina un problema de valor inicial. Cuando se trabaja con mas
de un tiempo, se tiene un problema de limite de valor o de valor en la frontera. Hay
algunas diferencias en comportamiento, pero la mayoria quedan fuera de este

estudio introductorio.

17.6 RAICES REPETIDAS

Las ecuaciones caracteristicas pueden tener raices repetidas, en cuyo caso se
obtienen solamente . - 1 soluciones a la ecuacion diferencial homogénea. Puesto que
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se necesitan n soluciones para obtener una solucidén general con n constantes de
integracion, debe obtenerse otra solucion homogénea. El siguiente procedimiento no
es del todo riguroso, pero sugiere la forma correcta que puede verificarse

sustituyendo en la ecuacidn.
Considere el caso cuando dos raices son casi idénticas, y llamense éstas m,; y

my = m; + &. La solucién contiene entonces términos:
.’L‘(t) = Clemlt + Cge[‘ml'f‘s]t + -
Puesto que cualquier combinacién lineal de soluciones homogéneas es también una

solucibn homogénea, puede escribirse la solucibn en términos de constantes
diferentes X, y K, en la forma:

e[m1+e]t o e'mlt
+ .

€

x(t) = Klemlt + K2 {

El segundo término es un cociente de diferencia y tiende a la derivada en el limite a
medida que my, — m; y € — 0. Por consiguiente, se tiene

d =
e —=>0: x(t) — Klemlt 4= K2_ {emlt} SR
7 dm,
2(1) = Kpemt + Kyremt + - - -

Es decir, si m, es una raiz repetida, entonces 7ze™1* también es una solucién a la
ecuacion homogénea. En general, si una raiz m es repetida k veces, entonces °
e™t te™t t2e™t | t*le™' son k soluciones independientes a la ecuacion
homogenea.

Ejemplo 17.9

d3z d’x

dx

dr? dt

m3 —4m? +5m —2 =0
m= +1, +1, +2

z(t) = Cyet + Cytel + Cye?t

Ejemplo 17.10

d3x 6a'2x lzdx o 5
GE e A e

m — 6m? + 12m — 8 =0
m= +2, +2, +2
x(t) = Cye%t + Cyte®t + Cyt2e?
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17.7 ECUACION LINEAL NO HOMOGENEA

La ecuacidén diferencial lineal general de orden enésimo se escribe:

n——lx

=T ls al(t) + ag(t)x = f (1) (17.8)

B
+ an——l(t)

e

donde f (z) se conoce como la funcion forzante. El caso homogéneo de la ecuacién
17.5, corresponde a f () = 0. Una solucién a la ecuacién 17.8 que satisface las n
condiciones especiticadas en tiempos particulares se encuentra mediante aproximacién
indirecta de la obtencién de n soluciones homogéneas, x,,(¢), ;3(2), - . ., Zp,(2), y

una solucidn arbitraria de la ecuacion 17.8, expresada como z,(¢) para una

solucion particular. Serd mas féacil encontrar una solucién arbitraria que una
solucidén que satisfaga n condiciones adicionales. Entonces, la solucién es

z(t) = Cixp, (1) + Coxpo(t) + - -+ + Cozp,(2) + x,(2) (17.9)

Se puede verificar fAcilmente que la ecuacién 17.9 es una solucidn a la ecuacién 17.8
debido a la linealidad de la ecuacidon. Entonces, las constantes de integracién
Cy, Cs, . . ., C, se escogen para satisfacer las n condiciones extra.

Ejemplo 17.11

d2x d?x dz

s Lo ltz__ e — = 3
s Erm il et t
: de d*x 5
TE= X = = — =
S s N

Cuando f (¢) = 0, esto es la ecuaciéon 17.3 para la cual existen tres soluciones
homogéneas, ¢, t2, y ¢t32. Es fAcil verificar una solucién particular para f (t) = ¢3
y ésta es —5¢3. Note que esta solucién particular no satisface ninguna de las condi-
ciones impuestas cuando ¢# = 1. Entonces la solucién general es:

x(t) = Cyt + Cot2 + Cqt52 — 5¢3

como puede verificarse por sustitucidn la ecuacidon anterior. Las constantes de
integracion se evalGlan a partir de las condiciones cuando 7 = 1:

ent =1, z=C; +C, +C3—5=0
dx
dr
d>x

=@ 26, 4 3C—15=0

las cuales pueden resolverse para obtener C, = 5/3, C, = —10, C; =40/3. La
solucidon completa que satisface la ecuacion diferencial y las condiciones iniciales es
la siguiente:

-:L'(t) = g’t — 1022 + $3O_t5/2 S 53
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Debera hacerse notar una importante propiedad que se deriva de la linealidad, y
¢sta es que si se tienen dos diferentes funciones forzantes, es decir. f,(r) y f5(7), y
@, (t) y x,5(t) son soluciones particulares correspondientes a f,(r) y f,(2),
respectivamente; entonces una solucién particular correspondiente a f'(¢) = f,(¢) +
[2(t) sera la siguiente x (1) = x,,(t) + 2,,(2).

17.8 METODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS.

El método de coeficientes indeterminados es un procedimiento para obtener
soluciones particulares con dos restricciones:

1. Los coeticientes a,, a,, a,, - . . , a,, son constantes en la ecuacién 17.8.

2. La funcion f (¢) esta formada solamente de términos que son cada uno

productos de potencias de ¢, exponenciales, y senos y cosenos.-

La segunda limita las situaciones para las cuales pueden obtenerse soluciones, pero
el método es tan sencillo que es importante conocerlo.

El método para calcular z,(¢) es como sigue:

1. Haciendo que #(¢) sea un término tipico en f (¢). Igualando:

de d2¢ d3¢
xp(t)=ﬁo¢+ﬂ1;+ﬁzm +/;3d—t3- 4+ - .- (17.10)

(Para los tipos de funciones a las cuales se aplica el método la serie tendra un

numero finito de términos.)

2. Sustituya x,(¢) en la ecuacion 17.8 y calcule f,, f,, ,,... igualando
coeficientes de términos semejantes.

Se hard una demostracion mediante el siguiente ejemplo, y para simplificacién
algebraica, se considerard Gnicamente el caso en que n = 2 con a, = 1

d?x dx !
) +alz + agx = f(¥)

aunque es evidente que el método se aplica a cualquier n.

Ejemplo 17.12

1 (t) = constante = A,

Las derivadas de A, son todas cero, de tal manera que:

dzs d?x
e OB
apfy = Ay
Ay
g
/0... do

AO
.’L‘([) — Clemlt L Czefmf_zt + —

a,
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Ejemplo 17.13 N
/() = un polinomio de orden N = Y A,t*
k=0

Cada término en z, serd una potencia de ¢t con derivadas que también son
potencias de ¢ hasta ¢¥_ Por lo tanto:

N
Lo = Z Byt*

K=0
dz, Ay
== — /o7l
dt kgt) P
d2a, A

o = r—2
o7 = 2 Kk — 118y

Entonces, sustituyendo en la ecuacion diferencial:

i klk — 1182572 + ali kB t*=1 + ay 2\: ft* = > A, t*
k=0 (= E=0 E=0
o igualando coetficientes en cada potencia de ¢
k = N: aBy = Ay
k=N —1: agf 1 + ayNBy = Ax_,

¢ k == N = 2: aOﬁA\r_'g + al[N = l]ﬂ.\'—l + N[N 2 I]ﬁjv = AA\r_g
y para todos los demds £, 0 <k <N — 2

@by + alk + 1By + [k + 11k + 216, = A4,

Asi empezando desde f, se puede resolver en forma secuencial para cada
cocticiente en turno. Note que este conjunto de ecuaciones lineales para las § ya
estd en forma triangular.

En cste punto, podria ser Util considerar un ejemplo numérico especifico. Por
cjemplo:

dx dx

(7[34-5;7,7-}-61::—-1 + 4¢ + 312 + 623
dx

z =0 ;{?=l en it =0

La ecuacidn caracteristica es:
m? +5m +6 =0
Con raices: m = —2, —3. Asi:

@)= Cen 2 chaGie 2 i (1)
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Ahora
e,(t) = By + Byt + Bat® + far?

dx, 2 ;
? = py + 28.t + 3/33t

d=zy : i
dtz S "‘ﬂ‘z + ﬂ3r

Sustituyendo en la ecuacidn diferencial se obtiene:

28, + 6B3t] + [5By + 108,¢ + 15B;12]
+ [660 5= 6/))lt + 6/3._)f2 -+ 6/}3[3] = —1 4 4¢ + 32 Ept 613

Igualando coeficientes de potencias iguales de ¢ se obtiene:

t(): 6[}0 + 5/[))1 + 2[))2 = —l
t1: 6ﬂ1 + loﬂg + 6ﬂ3 = 4
i 68, + 1583 =3
(o 6f; =6
La solucidnes f; =1, 8, = —2, 8, =3, , = —2. Por consiguiente,

v =Ce 2 4+ Che™@t —2 + 31 — 2¢2 4¢3
Ahora biena 7 =0

¥ =0=C, + C,—2

dx
s 0)=1=.-2C, —3C, +3
o C; =4, C, = —2. Finalmente, la soluciéon completa al ejemplo es:
x(t) =4e 2 — 273 — 2 4 31 — 212 4 13

Ejemplo 17.14

[(t) = Age™
Todas las derivadas de e*’ son proporcionales a e*t. Por lo tanto:
dx d?x
/ P c t 4 2 at
T — Boett — = xff,e* — = a?f,e
o el drt gt 2 dt? 9
Entonces. la ecuacion es:
a2ﬁ0ea‘ +alaﬂ0eat =14 aoﬂoeat — Aoeat
2
o
By = o
/U B )
o=t of dy o = a,
AO at

-'7(f) — Clemlt + Co(:"":t + 5
o o + a,x + ag,
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Ejemplo 17.15
f(@) = Ay + A;sen wt + A, cos wt

Las derivadas de senos y cosenos son en si senos y cosenos, de tal manera, que la
solucion especifica tendra la forma:

x, = By + Bysenwt + B, cos wt

dx,,

‘Z = wﬂl COS wt — wﬁ2 senwl
d*z,, 2

— i By sen w?t — w?f, cos wt

Sustituyendo en la ecuacidn se tiene:
[—w?B,sen wt — w?fB, cos wt] + a,[wph; cos wt — wfPysen wt]
+ ay[By + By senwt + By cos wt] = Ay + A, sen ot + A, cos wt
Igualando los coeficientes de 7%, sen wf y cos wt, se tiene:
19 agBy = A,
senwt: filay — 0?] — ay0p, = A4,

cos wt: aywf; + [ay, — w?]f, = A,

6
Bo = Aolag
Aylay — 0?] + aywA,
5 [ay — @’ + a2w?
Aslay — @] + a,wA,
2= [ay — @?IF + a,2w?

Entonces, la solucién completa es:
1

[ay — w?® + a,20?

x(t) = Cie™? + Cre™st + Ayla, +

x {[4(ay — @0® + aywA,]senwt + [Axa, — w?) + a,wA,] cos wt}

Cabe hacer notar que si a, y a; son positivas, entonces e™? y e™2* se desplazan
hasta cero, de tal manera, que para tiempos largos la respuesta del sistema es una
oscilacion sinusoidal alrededor del valor medio Ay/a,, independiente de las
condiciones iniciales, las cuales entran sélo a través de C; y C,.

17.9 INTEGRAL CONVOLUTIVA

Para la ecuacion con coeficientes constantes:

d™x dr 1z

dx
An aim +an—lm o A +al'3; + apx = f(2)
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se puede escribir una solucién particular para una f (#) arbitraria. Esta solucién
tiene la propiedad de que .x,,(¢) y sus primeras n» — 1 derivadas son todas iguales a
cero cuando ¢ = 0.No se derivara el resultado, que se obtiene segin se indica:

1. Si w(?) = Kje™? + Kye™2? + - - - 4+ K, e™nt es una solucién homogénea. Evalae
K., K,, ..., K, a partir de las siguientes condiciones cuando ¢ = 0.
dw d?w d™" 2w
YT d@& mm den—2
(17.11)
dn—lw 1

i1 a,
2. Entonces:
2, (t) = f t{Kleml[t—r] + Kyem =1 4 ... 4 K,em =Tl £(1) dr
Y (17.12)

El ejemplo 15.9 es un caso especial de este resultado cuando n = 1.

Ejemplo 17.16

d?x dx

it 205 6x =
7 +5dt + 62 = f(¢)

IREES L 0
xz =0, e en (=

Entonces:
w(t) = Kje %t + Kye 3¢
w0 =K, + K, =0
i 0) 2K 3K !
dt Oy =8l 2 as B

K1=1, Ko=—1

¢
T — [ {e—z[t—r] 2 e—3[t—r]}f(.r) dr
Jo

P

t
z(t) = Cie® + Cye™ + f (e—2lt=r1 — o=3lt=rhy £ (1) dr
0

-

d7
- @ =1=-2C,-3C +0
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Cl = 1, C2 = —1

¢
x(t) = e 2t — e 3t + “ {e—z[c—r] oy e‘3["']}f(r) dr
Jo
Ahora, si se iguala f£(z) = —1 + 47 + 3¢2 + 613 y se efectGia la integracién, -se
obtiene el resultado encontrado por el método de coeficientes indeterminados en el
ejemplo 17.13.

La funciéon w (¢) se conoce como la funcion ponderante. Una integral de la forma
de la ecuacién 17.12 se conoce como convolucion, o integral de Faltiing.

17.10 ECUACIONES ACOPLADAS

A menudo, en diversas aplicaciones se obtienen no solamente una ecuacién
diferencial de enésimo orden, sino méas bien n ecuaciones simultineas de primer
orden. Estas situaciones son equivalentes, como se demostrard para el sistema de
segundo orden. _

Suponga que se tienen dos ecuaciones para las funciones x (¢) e y (2):

dx
- = —u® — apy + /(1) (17.13a)
dy
.2; = —dy T — AyY +fé(t) (l7.13b)

Por conveniencia se toman como constantes a;;, @5, ds;, Y ds,. Se puede eliminar
v de estas ecuaciones diferenciando primero la ecuacidén 17.13a para obtener:

d’x dz df1
. ~ Ty, - a5 G
Sustituyendo dy/dt de la ecuacién 17.13b:
d*x dx f1

e a5 p7 — ayp[—asz — azy + f5(1)] + =
y finalmente, se obtiene a,,y de la ecuacibén 17.13 a:

d%x dx dx fl

a2 G + @205, — ayy T + apx — f1(2) | — ayafo() +
Reordenando se obtiene:

d?x dx

A Ay ez =0 (17.14)
donde

a, = ay; + asy, ag = Q1029 — Ay1249;,

d 17.15
f(@) = axfi() + Fftl — apf5(1) ( :

Si se proporcionan las condiciones iniciales x =,y =y, a ¢ =1, se tienen
entonces las condiciones equivalentes de la ecuaciéon 17.13 a:
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dx .
Xt qb o et — %t +f1(fy) en t =1
Se deduce tacilmente que y (¢) satisface la ecuacién de segundo orden:
d%y dy dfy
78 Tag tay =aufs() + 4 —anfi(0)
dy
Y = Yo q T ate T %Y + f2(f)) en ¢ =1,

Esto es, las ecuaciones homogéneas (y por lo tanto, las ecuaciones caracteristicas)
son las mismas.

También es cierto que una ecuacién de segundo orden equivale a dos ecuaciones-
de primer orden acopladas, un resultado que algunas veces es util en computacién
numdérica. Aqui el resultado no es Unico, siempre y cuando la ecuacién 17.15 se
satistaga. Por ejemplo, la ecuacién 17.14 se puede representar mediante las
ecuaciones equivalentes:

dx dy

7 —a,x + Yy, e —agx + f(1)
6

dx dy

T =Y A — 4y + fQ)

17.11 ECUACIONES NO LINEALES

Se han desarrollado algunos procedimientos analiticos, de tipo general para la
resolucidon de ecuaciones diferenciales ordinarias y lineales. Tales procedimientos no
existen en general para las ecuaciones no lineales. En algunos casos muy especiales
se pueden obtener soluciones para las ecuaciones no lineales. Por ejemplo,

ecuaciones de la forma:
d%x dF(x)
ST =0
dt dx

donde F (x) es alguna funcién no lineal de x, se puede resolver multiplicando la

ecuacion por dx/dt para obtener:

dr d®x  dF dx
dt dr? Zor 7

Esto es equivalente a:

d (1] dx7]2 - e
Gala) ) -

Entonces se integra la derivada a:

1[dx]2

| e -a
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donde:
1[dx]2
() =§|::i—t-] + F(x) en t =0
De esta forma se obtiene la ecuacion separable:

e
(G — F@He = =21

la cual tiene una solucion:

J e
t = 5 21/2[C1 T F(&)]I/Z

Aun en este caso especial, es probable que la integracién final requiera una
solucién numérica utilizando la regla del trapezoide o algiin otro método. En la
mayoria de los casos las ecuaciones no lineales deberdn resolverse desde el principio
en forma numérica. :

17.12 SOLUCION NUMERICA

Al desarrollar una solucién numeérica de una ecuacién diferencial, se calcula el
valor de la funcién a una secuencia de valores discretos de la variable independiente.
Suponga que se busca la funciébn x (¢) en los puntos ¢y, #,7%,..., donde
t,y1 — t, = At es un namero tijo. Para simplificar se expresard «(¢,) mediante
xz,. Six (¢) es la solucidén (usualmente no lineal) de la ecuacidn:

dxz
s F(z,1), dada =z, (17.16)

entonces se puede integrar formalmente entre ¢, y #,,; para escribir:

by
Tpyy =Ty + f F(x(t), 1) dt (17.17)
tﬂ

El problema consiste en cOmo evaluar la integral, ya que, por supuesto, no se conoce
la funcidn x (¢).

La aproximacién mas simple consiste en considerar que F (x(¢), t) es constante
entre f, y t,,,. Entonces: -

n lo
f - F(x(t),t)dt ~ F(x,, t,) At
tﬂ

Thulh = A B(rn 1, A (17.18)

Dado que se conoce xz, se puede calcular a la vez x,,,.... Este es el célculo
aproximado mas sencillo y se conoce como el método de Euler.

Ejemplo 17.7

E=F(x’t)=x’ x():l
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Se considera esta ecuacion lineal que tiene una solucién exacta = = e?, de tal
manera, que se puede comparar la solucibn numérica con la exacta. La ecuaciéon
17.18 se convierte en:

Tpiy =Ty + 2.t =, [l + ¢]

Tomando Af¢ = 0.10. Entonces se obtienen los siguientes resultados.

t 0 0.1 0.2 0.3 0.4
mctodo de | | gg 1.10 1.21 1.33 1.46
Euler
solucion exacta| 1.00 [R13] 1.22 1.35 1.49

Es evidente que existe un error en el cdlculo, el cual es acumulativo a medida que ¢
se hace mas grande. Para este caso, se puede calcular exactamente el error, ya que
“se puede demostrar que wx, es igual a:

t n
x, = [l + Ar]? =[1 = ’—1]

A medida que n — o para una ¢ fija, esto se convierte evidentemente en, e, de tal
manera que es claro que a medida que Ar se haga mas pequeiio, serd mejor la
aproximacion. El error relativo es:
t
Ie — Ty, Eul(‘r‘ let e {1 + t/n}nl

error relativo = =
ot t

e

Por ejemplo, cuando# = 1,para Az = 0.2, 0.1, y 0.05 (n = 5, 10, 20), se obtiene un
error relativo de 0.08, 0.04, y 0.03, respectivamente.

Una mejor aproximacion a la integral en la ecuaciéon 17.17 se obtiene de la regla
trapezoidal, es decir, la ecuaciéon 15.17:

‘tn+l
J EGa(r) D)t = LE o )+ E o s ) AT
t

n

De esta forma
Zp o et LR i) AeeE b B, - B2y, 1) A GiGn) AT (7))

‘Dado que no se conoce x, ., F(&,., In:q) se puede calcular en forma aproximada
por ejemplo, mediante la ecuacién 17.18 y escribir finalmente,

xn—i—l ﬁ‘/vn + :%F(;vn, tn) At + ‘}F(an-p tn+1) At

La ecuaciéon 17.19 es la mas sencilla de un tipo de esquemas numéricos llamados
métodos de Runge-Kutta. Es una ecuacion de Runge-Kutta de segundo orden.

Ejemplo 17.18
F(xz,t) = .

Entonces
F(xn, tn) = Xy
B, =BG, 0,) AL, 1) = 2, + F(x,; LA =%, Seerv Ay
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Por consiguiente, la ecuacidon 17.19 se convierte en:
Ty ok e, N b, Ar] At
=a,[l + Ar + LA7]
Para Az-= 0.10 y 2, = 1.00 se obtiene z;, = .11, 2, = 1.22, x; = 1.35.%, =
1.49. y asi sucesivamente, que concuerda con la solucién exacta hasta tres cifras
signiticativas.
El error puede calcularse de nuevo exactamente para este ejemplo lineal notando

ques
7 1 tz k22
B A 1A = -+ - —
Sl [hikdden e ) l+/z+2i12
Por consiguiente, a £ = 1 el error relativo es menor que 0.01 para n = S (Ar =

0.20), lo cual signitica una mejoria considerable con respecto al método simple de
Euler con s6lo un ligero esfuerzo extra en el calculo. La figura 17.1 es un programa
en Fortran IV para el método de Runge-Kutta de segundo orden utilizando los

datos del ejemplo 17.18.
El método de Ruge-Kutta mas comUnmente utilizado para computaciéon digital

es el de cuarto orden.

METODO DE RUNGE - KUTTA DE SEGUNDO ORDEN
ESTE PROGRAMA ESTA ESCRITO EN LENGUAJE FORTRAN VY SE HA CORRIDO
EN UNA CALCULADORA XDS 9300.
LEER LOS VALORES INICIALES DE T Y X, EL INTERVALO ENTRE VALORES SUCE-
SIVOS, DE T, Y EL VALOR MAXIMO DE T.
LEER ( 105,999 ) T, X, DELTAT, TMAX
999 FORMATO ( 4F10.0 )
@ ESCRIBIR ENCABEZADOS
ESCRIBIR ( 108, 998 )
998 FORMATO ( 20H T X //)
ESCRIBIR ( 108, 997 ) T, X
997 FORMATO ( E10.4; E15.4 ) J
20 NUEVX =X+ 0.5 *F( X, T ) * DELTAT 0.5 *F ( X+F ( X, T * DELTAT, T+
DELTAT) * DELTAT
T=T+ DELTAT
ESCRIBIR ( 108, 997 ( T, NUEVX
SI( T. LLEGA TMAX ) IR A 10
X NUEVX
IR A 20
10 SALIR LLAMAR A LA SALIDA
TERMINAR
FUNCION F( X, T )
@ INSERTAR FUNCION DE INTERES EN LA SIGUIENTE TARJETA.
F=X
REGRESAR
TERMINAR
C DATOS PARA EL PROBLEMA DE PRUEBA
0.0 1.0 0.1 1.0

@R m) (RY{e)

FIGURA 17.1 Programa cn Fortran 1V para la solucion numérica de una ecuaciéon
dilerencial, utilizando el método de Runge-Kutta de segundo orden.



